TEORIA DE LA MEDIDA

Sesién 17

Integrabilidad uniforme

En esta parte vamos a definir y caracterizar a los conjuntos de funciones que son uniforme-
mente integrables, concepto que resulta de mucha utilidad ya que nos permite resultados
mds fuertes en relacion a la convergencia de sucesiones de funciones integrables.

En esta seccién asumiremos que la medida p es finita.

Proposicion 1. Si f es una funcion medible no negativa, entonces:
Jefdu= [ n{y €F: f(y) >a})dx
Demostracion

Consideremos primero una funcién simple no negativa ¢ con representacién canénica ¢ =

S bl

En este caso, se tiene:

Jon{y el py) >a})de= [° Z{je{l,‘..,m}:b]‘>m} 1 (E;) dx
= Jo. 25 Dowy (@) (By) dw = 3770 [i7 Tiow,) (@)p (E;) da
=2 bin (B)) = o edp.

Consideremos ahora una sucesién no decreciente (,,), .y de funciones simples no negativas
tales que lim,,_,« ¢, (x) = f (z) para cualquier x € F y, paran € Ny z € [0,000), definamos

gn (@) =p{y €F: o, (y) > z}).

La sucesion (gn),cy € no decreciente y lim, .o gn () = p({y € F: f(y) > x}) para cual-
quier = € [0,00), asi que, por el teorema de la convergencia monétona, se tiene:

fon{yeF: fly) >a})de= [ lm, u({y €F:p,(y) > x})de

=1y [y n({y €F: @, (y) > 2}) doe = lmy oo [0 dp = [ fdu
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Teorema 1. Si f es una funcion integrable, entonces la serie:

S ({y €F:|f ()] > k})

converge.

Demostracién

Joon{y €F|f ()l > 2})de =lim,—co [i7 Tom) (@) p({y € F 2 |f (y)| > 2}) da
=limy oo fo iy iy (#) p({y € F 2 [f (y)] > a}) da

=100 Dopy fo gy (@) n({y €F 2 [f (y)| > 2}) do

Iy @) p({y €F - [f ()] 2 k}) < Tppay (@) p({y € F 2 [f (y)| > 2})

Asf que:

Sk eFf) =k =200 Jo Ti-rw (@) n({y €F|f (y)| > k}) da
< Jo Im (@) n({y € F = |f (y)] > 2}) da

Por lo tanto, tomando limites, se obtiene:

Sicah{yeFf =k < [Ty eF:|If W) >a})de= [;|fldu

Corolario 1. 5i f es una funcion integrable, entonces

limg oo pt[|f| > ] =0

Demostracion

lmgoo p[|f] > ] = limy—co p ({y € F: |f (9)] = £}) = 0

Teorema 2. Una funcion medible [ es integrable si y solo si:
itasoo fyise [l i =0
Demostracién

Supongamos primero que f es integrable. Para cada n € N, definamos:

h:{UIQWSn

0 en otro caso
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Se tiene lim,, . f, = f c.sy |fu] < |f| para cualquier n € N, asi que, por el teorema de la
convergencia dominada, se tiene:

fF |f| d,u = 11/Inn—wo f[F fndyf = 11,rnn—wo f[|f\§n] |f‘ d:u

Por lo tanto:
limy, 00 fo|>n] |fldp = 1my o (fIF |fldp — f[\f|§n] /] du) =0

Dada € > 0, sea N € N tal que f[lf\>n] |f|dp < e para cualquier n > N, entonces, si a > N,
se tiene:

Jipisa [ f11 < fpon [fldp <&

Ast que, lim,_ o bea] |fldu = 0.

Supongamos ahora que lim,,_, f[|f‘>a] | f| dp = 0. Entonces, tomando o > 0 tal que f[\f|>a] |f|dp <
1, se tiene:

f]}r’ﬂd,u: f[\f|§a] ‘f‘dﬂ"i‘f”fpa] |f‘dﬂ < O‘N(Hf‘ < a])+1 <0

Teorema 3. Una funcion medible f es integrable si y solo si dada € > 0 existe 6 > 0 tal que
Julfldp < e para cualquier conjunto A € F tal que pi(A) < 4.

Demostraciéon

Dada ¢ > 0, tomemos « > 0 tal que f[|f|>a] |fldu < 5y 0 = 5. Entonces, para cualquier
conjunto A € F tal que u(A) < 9, se tiene:

fA |f| d:u = f{lf\éa} ]A |f| dl‘ + f{|f‘>a} ]A |f| d:u
< @ Jypicap Ladit Jypay 11 i
< a fpLadp+ f{|f\>a} | fldp

= ap(A4) + f{\f|>a} |fldp < e

Definicién 1 (Integrabilidad uniforme). Se dice que una familia H de funciones medibles
es uniformemente integrable si:

limg,_ o0 SUP {f[|f|>a] |fldu: f € H} =0
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Teorema 4. Una familia H de funciones medibles es uniformemente integrable si y solo si
el conjunto {fF |fldu: f € H} estd acotado y, dada cualquier ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que
S lfldp < e para cualesquiera f € H y A € F tal que ji(A) < 0.

Demostracién
Supongamos primero que la familia H es uniformemente integrable.

Sea a > 0 tal que f[|f‘>a] |f] dp < 1 para cualquier f € H, se tiene entonces:

fIF |f| dp = f[|f\§a} |f| dp + f[|f\>a} |f| dp < ap (IF) +1

Asf que el conjunto { [ |fdp: f € H} estd acotado.

Dada ¢ > 0, sea o > 0 tal que f[lf\>a] |fldp < 5 para cualquier f € H, definamos § = & y
consideremos un conjunto A € F tal que p (A) < §. Se tiene entonces:

Jalfldp < fypca Lalfldit fypoo 1l dn < an(A) + 5 <e

Inversamente, supongamos que el conjunto { fF |fldu: f € H} estd acotado y, dada cualquier
e > 0, existe > 0 tal que [, |f|du < € para cualesquiera f € Hy A € F tal que pu(A) < 0.

Dada ¢ > 0, sea 0 > 0 tal que fA |fldp < § para cualesquiera f € H y A € F tal que
1t (A) < 6. Definamos ag = +sup { [; |f|du: f € H} y tomemos f € H y a > ag. Se tiene
entonces:

p((lfl>a]) <3 fplfldp <9

Por lo tanto:

Jusisar 11 di <5
Asi que:
sup{f“fba]\f]d,u:fe’l-{} <e
Es decir:

lfm,,_,. SUp {f[|f|>a] \fldu: f e H} —0 .

Proposicién 2. Sea f una funcidn medible e integrable, I' un conjunto cualquiera y {f, :v € I'}
una familia de funciones medibles tales que | f| < f para cualquier v € I', entonces la familia
{fy v €T} es uniformemente integrable.



Demostracion

Para cualquier v € I, se tiene:

Jigpsan 1l di < Jip s 11 < fipsa [ £1dp

Asi que:

lfmg, o SUP {fW>a] f dus oy € r} <Moo [y |1 dpr =0

Ahora viene el tercer teorema de convergencia de la integral. Es una genera-
lizacién del teorema de la convergencia dominada ya que, de acuerdo con la
proposiciéon anterior, éste es un caso particular del siguiente resultado.

Teorema 5. Sea {f.},.n una familia uniformemente integrable de funciones medibles tal
que f = lim, . f, existe excepto a lo mds en un conjunto de medida cero, entonces f es
integrable y:

lim,, o fF |fo — fldu =0
Demostraciéon

Sea av > 0 tal que f[|fn|>a] | fn] du < 1 para cualquier n € N. Entonces:

f[p |fn| dp = f“f\ga} |fn| dp + f[|f\>a} |fn| dp < Oé/vb([|fn| < a]) +1<ap (F) +1

Por lo tanto, por el lema de Fatou, se tiene:

Je lfldp = [plim | fo] dp < Mminf, oo [o ] fol dp < ap (F) +1 < oo

Asi que f es integrable.

Para cada o > 0, definamos:

fr(La) :{ fn si ’fn| <a

en otro caso

o _J fosi|f[<a
f()_{o

en otro caso

Sea C'={x € F:lim,, . fu(z) = f(2)}.
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Six € Cestal que |f(z)| < «, entonces lim,, fr(fy)(x) = f@(z). Ast que, si p ([|f| = o)) =

< 2a, se tiene, por el teorema de la

0, entonces lim,, féa) = f@ ¢sy, como ‘ fr(za) — f@

convergencia dominada:

@) _ f@ldy =0

limy, oo fp

Por otra parte:

Jolfn = F1di = Jygicaiicar Vo = Flan+ Jypicaisal fal A0+ Jyg a1 d0
Joln = Fldn= Jy <atpisa o = Fldi+ Jygicagsisa o = fldn

T Jipaisalsica) o = F1A0 A+ Jyp mama) o = fldn

< Jisuicatsiza) o = Fldi =+ fy <o pisa 1l 40+ g <o gisa |1 0

F Jisaisaisica) ol B+ g saisica) 1+ Jygisat e Mol 1+ Jygisapisa 1140
= f]F
t Jigaisalsica) ol b+ g s 150 1ol di

:fIF

(@) _ f(a)

n

A Jip<aisisa) 1A+ Jip o psa 1] A1

éa) - f(a) dp + f[\f|>a] |f| dp + f[\fn\>a] ‘fn| dp

Dada € > 0, sea oy tal que f[\f|>a] |fldu < ey f[\fn\>oc] |ful dp < €, para cualquier o > ay,
entonces:

fF’fn_f‘dung fr(za)—f(a) dﬂ+2€

para cualquier o > «y.
Sea v > oy tal que u ([|f| = a]) = 0, entonces:
Mmoo f5 | fn — fldp < 2¢

Asi que, como ¢ > 0 es arbitraria, se tiene:

limy, o f]F |fn - f‘ dp=0



Corolario 2 (Teorema de la convergencia uniformemente integrable). Sea {f.},cy
una familia uniformemente integrable de funciones medibles tales que lim,,_., f, existe ex-
cepto a lo mds en un conjunto de medida cero, entonces f = lim, . f, es integrable y:

fF lim,, oo frdp = lim,, . fF fndu

Tenemos un inverso del teorema 5:

Teorema 6. Sean (f,), .y una sucesion de funciones integrables y f una funcion medible
tales que lim, . [¢|fn — fldp = 0. Entonces la familia {f, : n € N} es uniformemente
integrable.

Demostraciéon

Sea N € N tal que [ |fv — f|dp < 1, entonces:

fm‘f’dﬂff]F|fN—f|dN+fF|fN\d,u<oo

Asi que f es integrable.

Dada € > 0, sea N € N tal que f]F |fn — fldp < § para cualquier n > N, se tiene entonces,
para cualquier n € N:

Jelfaldu < [ [fldu+ [e1fa = fldu < [g[fldp+max{ [g[fr = fldp, ..., [o|fv = fldu, 5}
Asf que el conjunto { [, |fa| dpw : n € N} estd acotado.

Tomemos ahora 6 > 0 tal que méx { [, | f|du, [, |fildp, ..., [, |fn]dp} < £ para cualquier
conjunto A € F tal que u(A) < d. Entonces, si u(A) <dyn > N, se tiene:

Salfaldp < [, 1fldp+ [o1fo = fldu < e

Teorema 7. Sea (f,),cy una sucesion de funciones integrables no negativas tal que f =
lim,, ., fn existe excepto a lo mds en un conjunto de medida cero y lim,_ fF fodp =

Je fdp < co. Entonces limy, oo [¢ | fo — fldp = 0.
Demostracion

La sucesion {min (f,, f)},cy estd acotada por f y converge puntualmente a f excepto a lo
mds en un conjunto de medida cero, asi que, por el teorema de la convergencia dominada,
se tiene que lim,, oo [ min (fn, f) dp = [; fdp. Por lo tanto:
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lmy, oo [p MEX (fr, f) dpp = Mmoo [i [fr + f —min (f,, )] dp
=My oo Jo fudpn + Jo fdp — Mmoo fpmin (fo, f)dp = [¢ fdp.

Asi que:

MMy, oo [5 [ fr = fldp = limy, o [ [mEX (fr, f) —min (f,, f)] dp =0

Corolario 3. Sea {fn},cn una sucesion de funciones integrables no negativas tal que f =
lim,,_., fn existe excepto a lo mds en un conjunto de medida cero y lim,,_ f]F fodp =
fF fdu < oo. Entonces la familia {f, : n € N} es uniformemente integrable.

Combinando los teoremas 5, 6, y 7 y el corolario 2, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 8. Sea (fy),cn una sucesion de funciones integrables tales que f = lim, . fp
existe excepto a lo mds en un conjunto de medida cero, entonces las siquientes tres condi-
ctones son equivalentes:

1. La familia { f, : n € N} es uniformemente integrable.
2. 1my oo [ | fn — fldp =10

8. Mmoo fp [ful dp = [p || dp < oo

Demostraciéon

Si la familia {f,, : n € N} es uniformemente integrable, entonces, por el teorema 5, se tiene
limy, oo [¢ |fn — fldp = 0. Asf que la primera condicién implica la segunda.

Si limy, o0 Ji |fn — f| dp = 0, entonces, por el teorema 6, la familia { f,, : n € N} es uniforme-
mente integrable. Asi que la segunda condicién implica la primera.

Si limy, oo fp [ful die = [3 |f| dp < 00, entonces, por el teorema 7, se tiene:

Asi que la tercera condicién implica la segunda.

Si la familia {f, : n € N} es uniformemente integrable, entonces la familia {|f,| : n € N}
también es uniformemente integrable, asi que, por el corolario 2, se tiene:

lmy, o fIF | fol dpe = fIF | fldp < o0

Por lo tanto, la primera condicién implica la tercera.
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Corolario 4. Sea {f.},cn una sucesion de funciones integrables no negativas tales que
f =1lm,_ . f. existe excepto a lo mds en un conjunto de medida cero, entonces las siguientes
tres condiciones son equivalentes:

1. La familia { f, : n € N} es uniformemente integrable.
2. 1my oo [ | fo — fldp =10

3. lim,, fF fodp = fF fdu < oo

Teorema 9. Sea H una familia de funciones medibles uniformemente integrable. Entonces
la familia:

g = {f :F =R : Eriste una sucesion (fr)nen de funciones en 'H tales que

lim,, oo fr = f excepto a lo mds en un conjunto de medida cero}
es uniformemente integrable.
Demostracién

Primero observemos que si A € F, entonces la familia de funciones H' = {fI,: f € H} es
uniformemente integrable.

Sea M una cota del conjunto {fF \fldp: f € H}.

Sea f € Gy (fn),ey una sucesién de funciones en ‘H tales que lim,, . f, = f excepto a lo
més en un conjunto de medida cero, entonces, por la proposicién 5, f es integrable y:

10,00 [ | fo = fldp =0
Sea N € N tal que [ |fy — f|dp < 1. Entonces:
Jelfldp < Jolfn — fldp+ [plfnldp <1+ M

Asf que la familia { [ |f|dp : f € G} estd acotada.

Ahora, dada cualquier ¢ > 0, sea § > 0 tal que [ Alfldp < %5 para cualesquiera f € ‘H 'y
A€ F tal que p(A) < 4.

SifegG,seaAeFtal que pn(A) <6y (fn),ey Una sucesién de funciones en ‘H tales que
lim,, .o, fr = f excepto alo mds en un conjunto de medida cero, entonces lim,, o, f,la = fla
excepto a lo mds en un conjunto de medida cero, asi que, por la proposicién 5:

Mmoo [y | fo = fldp = 1my o [ | fada — fLaldp =0
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Sea N € N tal que [, |fv — fldp < ie.
Entonces:
Lo lfldp < [y v = fldp+ [, [fnldp < 56+ 56 =€

Asi que, por la proposicién 4, G es uniformemente integrable.

Consideremos ahora un espacio de probabilidad (2, S, P).

Proposicién 3. St Y una variable aleatoria integrable, la familia:
H={FE[Y |G]:G essub o-dlgebra de 3}

es uniformemente integrable.

Demostracién
Si G es una subo-élgebra de J, definamos Yg = E[Y | G].
Se tiene |Yg| = |E[Y | G]| < E'[|Y] | G]. Asi que, para o > 0, se tiene:
Jivorsar Yol AP < Jiy o EIIYTIGIAP = [iy o [YIdP
PYg| > o] < EIYgll < SE[E[Y]] Gl = 2E Y

Dada e > 0, sea d > 0 tal que [, |Y|dP < ¢ para cualquier conjunto A € 3 tal que p (A) < 4.
Tomando o > 3 E Y, se tiene P [|Yg| > a] < 4, asf que:

f‘y I>al Yg| dP < fIY > Y|dP < e
Por lo tanto:

lim, .o SUp {f‘y 5a) [Yg| dP : G es subo-dlgebra de \s} =0



